
Robust Regression



مدل خطی : نام درس 

:  ارائه دهندگان-
فاطمه افیونیان

مهرنوش شوشتری



مشاهدات و خطاها دارای توزیع نرمال هستند در نتیجه می توان از روش حداقل 𝜀+𝛽𝑋=𝑌در مدل رگرسیون خطی  •

نتهایی در حالیکه اگرمشاهدات، توزیع غیر نرمال داشته باشند به خصوص که شاخه ا. استفاده کرد𝛽مربعات برای براورد 

.  منحنی طویل تر یا ضخیم تر از نرمال باشد ممکن است روش حداقل مربعات مناسب نباشد

یر می شاخه های ضخیم توزیع معمولا نقاط دورافتاده ایجاد می کند که این نقاط دورافتاده بر براورد حداقل مربعات تاث•

ن و در تاثیر گذاری، دورافتاده ها برازش حداقل مربعات را تا حد زیادی به سمت خود می کشند و در نتیجه تعیی.گذارد 

.ستندتشخیص این دور افتاده ها مشکل می شود زیرا باقیمانده های مربوط به آن ها بطور ساختگی و مصنوعی کوچک ه

روش رگرسیون نیرومند برای کاهش اثر مشاهداتی به کار می رود که اگر روش حداقل مربعات به کار گرفته شود،•

ذارد که تاثیرگذاری بالایی خواهند داشت یعنی روش نیرومند باقیمانده های مرتبط با دورافتاده های بزرگ را کنار می گ

.باعث می شود تشخیص دورافتاده ها خیلی ساده تر شود

ارایی یک رگرسیون نیرومند علاوه بر حساس نبودن نسبت به دورافتاده ها، زمانیکه مشاهدات توزیع نرمال دارد، دارای ک•

.درصد نسبت به روش برآورد حداقل مربعات می باشد95-90

نیاز برای برآورد نیرومند



.آن ها بزرگ باشدƸ𝜀𝑖نقاطی هستند که

:مشکلات به وجود آمده از داشتن نقاط دور افتاده
:می شودSSEباعث افزایش 

-SSE =σ𝑖=1
𝑛 Ƹ𝜀𝑖 →MSE =

𝑆𝑆𝐸

𝑛−𝑝
→ MSE =ɕ2

:می شودMSEباعث افزایش 

𝑇𝑗=
𝛽𝑗−0

𝑀𝑆𝐸 𝐶𝑗𝑗

:می شود𝑇𝑗باعث کم شدن مقدار MSEافزایش 

If𝑇𝑗 >𝑡رد Τ𝛼
2
n-p→𝐻0

.کمتر می شود𝐻0در نهایت شانس رد شدن فرض 

) (Out Lierنقاط دور افتاده 



اعث باعث می شود که بعضی از متغیرهای توضیحی مهم به اشتباه حذف شوند، همچنین بMSEافزایش 
له اطمینان افزایش طول فاصله اطمینان می شود در نتیجه دقت کم می شود، طول فاصله پیش بینی و فاص

.تک تک ضرایب رگرسیونی نیز افزایش می یابد

:راه های تشخیص داده های دور افتاده

Ƹ𝜀𝑖( :                                  Ƹ𝜀𝑖)باقیمانده های استاندارد نشده 1- = 𝑦𝑖- ෝ𝑦𝑖

 =𝑑𝑖(:                                 𝑑𝑖)باقیمانده های استاندارد شده -2
ෝ𝜀𝑖

𝑀𝑆𝐸

 =𝑟𝑖(:                     𝑟𝑖)باقیمانده های استیودنت شده 3-
ෝ𝜀𝑖

𝑀𝑆𝐸(1−
1

𝑛
−

(𝑥𝑖−ഥ𝑥)2

𝑠𝑥𝑥
)



حذف مرحله به مرحله داده های دور افتاده 1-

MLاستفاده از توزیع های دم کلفت تر برای برآورد 2-

پارامترها

د استفاده از روش کمترین قدرمطلق خطا برای برآور3-
پارامترها

(:داده های پرت)راه حل برخورد با اینگونه مشاهدات



ام iام دور از سایر مشاهدات باشد، داده iاگر بردار مشاهدات متغیرهای توضیحی داده 
.اهرم گون است

:روش تشخیص داده های اهرم گون

ℎ𝑖𝑖>
2𝑝

𝑛

.ام اهرم گون استiدراین صورت مشاهده 
|ri<|2.پرت هستندXنقاطی که ازطرح کلی داده ها پیروی می کنند ودرجهت : نقاط اهرمی خوب

|ri|2 <.پرت هستند Yنقاطی که ازطرح کلی داده ها پیروی نمی کنند ودرجهت : نقاط اهرمی بد

(High Leverge)نقاط اهرم گون

 ;  p=k+1  ,  n= تعداد مشاهدات 



را تحت تاثیر ( ෝ𝑦𝑖و  𝜎2و 𝛽𝑗و መ𝛽)داده هایی هستند که خصوصیات کلیدی مدل
.خود قرار می دهند

:راه های تشخیص داده های تاثیرگذار

باشد از آماره کوک برای تشخیص داده های መ𝛽اگر خصوصیت کلیدی مدنظر ما 
:تاثیرگذار استفاده می کنیم

𝐷𝑖=
𝛽𝑖−𝛽

′
𝑥′𝑥(𝛽𝑖−𝛽 )

𝑝 𝑀𝑆𝐸

If  𝐷𝑖>1   : مشاهدهiام تاثیرگذار

:(Influential)داده های تاثیرگذار



برآوردگرهای 

رگرسیون نیرومند

GMبرآوردگر

R برآوردگر

-رگرسیون نرم
L1

MMبرآوردگر

Mبرآوردگر

LTSبرآوردگر

LMSبرآوردگر



L1-مینیمم کردن مجموع قدرمطلق های خطاها، معمولا مسئله رگرسیون نرم

.می باشدL2-حداقل مربعات، مسئله رگرسیون نرم. نامیده می شود

𝐿-حالت خاصی از رگرسیون نرمL1-مسئله رگرسیون نرم 𝑝 می باشد که در
σ𝑖=1(   p ≤2 ≥1)آن پارامترهای مدل طوری انتخاب می شوند که 

𝑛 𝜀𝑖
𝑝

. مینیمم شود

P=1.5یک انتخاب قراردادی است که منجر به براورد هایی می شود که وقتی
ا وقتی هم که خطا ه.نیستند از براورد حداقل مربعات بهتر است خطاها نرمال 

حداقل % 90برآوردگرهایی را باکارایی به اندازه p=1.5نرمال باشند به کارگیری
ات اما نمی توان این روش رابه عنوان جایگزین برای حداقل مربع.مربعات می دهد

.استxدر نظر گرفت زیرا به شدت تحت تاثیرمشاهده پرت درجهت 

L1-رگرسیون نرم



استMبرآوردمتداول ترین روش برآورد رگرسیون نیرومند، روش
از𝞺در حالت کلی می توان دسته ای از برآورد گرهای نیرومند را تعریف کرد که یک تابع

:باقی مانده ها را مینیمم می کند

𝑚𝑖𝑛 

𝑖=1

𝑛

𝑃(𝑒𝑖) = 𝑚𝑖𝑛 

𝑖=1

𝑛

𝑃(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
′ 𝛽)

M-اینگونه برآوردگر یک برآوردگر. می باشدxامین سطر i-نشان دهنده  ƴ𝑥𝑖که در آن 

ع به تاب𝞺به عنوان ماکزیمم درستنمایی است یعنی تابع Mنامیده می شودکه در آن 
. بستگی دارد( برای یک انتخاب مناسب توزیع خطا)درستنمایی

Mبرآوردگر



وزیع برای مثال اگر روش حداقل مربعات به کار برده شود نتیجه گرفته می شود که ت
:دراین صورت. خطا نرمال است

𝑃 𝑧 =
1

2
𝑧2 − ∞ < 𝑧 < ∞

:باید ویژگی های زیر را داشته باشدpتابع 

p(0) = 0

p(e)= p(-e):متقارن است

p(e)≥0: همواره نامنفی است

if  𝑒1: )یکنوا است ≥𝑒2 Then   p(𝑒1)≥ p(𝑒2



𝑦𝑖یعنی اگر باقیمانده های )لزوما پایا مقیاس نیست M-برآوردگر − ƴ𝑥𝑖β در
برای .(یک ثابت ضرب شوند جواب جدید ممکن است مانند جواب قدیم نباشد

ا مقیاس از این برآوردگر معمولا معادله زیر ر-بدست آوردن شکل جدید پایا
:حل می کنیم

𝑚𝑖𝑛 

𝑖=1

𝑛

𝑃(
𝑒𝑖

𝑠
) = 𝑚𝑖𝑛 

𝑖=1

𝑛

𝑃(
𝑦𝑖−𝑥𝑖

′ 𝛽

𝑠
)

 sیک جواب عمومی برای . یک برآوردگر نیرومند مقیاس است sکه در آن 

:عبارتست از

𝑠 =
𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑒𝑖 − 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑒𝑖

0.675



را تقریبا به یک برآوردگر S،  0.6745بزرگ باشد و توزیع خطا نرمال باشد ثابت   nاگر 
.  نااریب تبدیل می کند

𝛽𝑗نسبت به Pبرای مینیمم کردن مشتقات جزئی مرتبه اول  (j=0,1,…,k را مساوی (
ی شود صفر قرار می دهیم بدین ترتیب یک شرط لازم برای بدست آوردن مینیمم حاصل م

:معادله تشکیل می گردد که عبارتند از k+1=Pبا این کار دستگاهی از. 

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 𝜓

𝑒𝑖

𝑠
= 0

𝑥𝑖0=1امین متغیر رگرسیونی و jامین مشاهده از iعبارتست از 𝑥𝑖𝑗و 𝜌′=𝜓که در آن 

ک اگر تکنی. غیر خطی و بایستی با روش تکرار حل شود𝜓در حالت کلی تابع  . می باشد
ورد های متعدد غیر خطی بتواند بکار گرفته شود ،حداقل مربعات موزون بطور وسیعی م

.  نسبت داده می شود]1974[این روش معمولا به بیتون و توکی . استفاده قرار می گیرد
که یک برای اینکه بطور مکرر حداقل مربعات دوباره موزون شده را بکار ببریم فرض کنیم

.یک بردار مقیاس استsدر دسترس باشد و 𝛽0برآورد اولیه  

:  معادله مذکور بصورت زیر نوشته میشود=k+1Pدر اینصورت





𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗 𝜓
𝑒𝑖

𝑠
=



𝑖=1

𝑛
𝑥𝑖𝑗ψ{[(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

′𝛽)/𝑠]/(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖
′𝛽)/𝑠}{ 𝑦𝑖 − 𝑥𝑖

′𝛽 }

𝑠
= 0

:به طوری که

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 𝑤𝑖0(𝑦𝑖−𝑥𝑖

′𝛽) = 0

𝑦𝑖:که در آن  ≠ 𝑥𝑖
′𝛽0

ψ[(𝑦𝑖−𝑥𝑖
′ 𝛽0)/𝑠]

(𝑦𝑖−𝑥𝑖
′ 𝛽0)/𝑠

𝑤𝑖0 =

1                                              𝑦𝑖 = 𝑥𝑖
′𝛽0



:با نماد ماتریسی بصورت زیر نوشته می شود

𝑥′𝑤0𝑥β = 𝑥′𝑤0𝑦

,…,𝑤𝑛0با اعضای قطر  ”وزن ها“از  n×nیک ماتریس قطری 𝑤0که در آن
𝑤10 , 𝑤20معادله بالارا به عنوان معادلات. که درصفحه قبل  مشخص گردیده اند

:در نتیجه برآورد قدم اول عبارتست از. حداقل مربعات نرمال معمولی می شناسیم

𝛽1 = (𝑥′𝑤0𝑥)−1𝑥′𝑤0𝑦

به کار می 𝛽0را به جای  𝛽1در قدم بعدی وزن ها را مجددا محاسبه می کنیم اما  
:درحالت کلی داریم.بریم

𝛽𝑗+1 = (𝑥′𝑤𝑗𝑥)−1𝑥′𝑤𝑗𝑦



:تدراین شکل تعدادی توابع محک نیرومند متداول نشان داده شده اس



:  دراین شکل نیز نمودار توابع محک نیرومند ارائه شده است



ر دراین روش جانشین کردن یک عامل رتبه د.بر اساس رتبه ها استR-روش برآورد
σ𝑖=1تابع حداقل مربعات   

𝑛 ( 𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽)2 =S(β) به وسیله رتبه هایش را مورد
باشد می خواهیمβƴ𝑥𝑖-𝑦𝑖رتبه 𝑅𝑖اگر . توجه قرار می دهیم

σ𝑖=1
𝑛 (𝑦𝑖− ƴ𝑥𝑖𝛽)𝑅𝑖ان  با تابع زیرتبه ها را که اعداد صحیح هستند . مینیمم شود

a(i);(i=1,2,…,n )جانشین می کنیم بنابراین تابع هدف برابر می شود با:

𝑚𝑖𝑛𝛽 

𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖−𝑥𝑖
′𝛽)𝑎(𝑅𝑖)

مشکل تر است اما درشرایط واقعی به Mازنظر محاسباتی ازبرآوردگرRبرآوردگر
.معادل استMطورمجانبی با برآوردگر

Rبرآوردگر



:برآوردگر کمترین مربعات پیراسته

መ𝛽 = 

𝑖=1

𝑛

𝑒(𝑖)
2

:که درآن

𝑒(1)
2 ≤ 𝑒(2)

2 ≤. . . ≤ 𝑒(𝑛)
2

دراین رابطه بزرگترین عددصحیح کوچک تر یا مساوی 
𝑛

2
+ اگر خطاها . است1

.تدارای توزیع نرمال باشند این برآوردگر از برآوردگر حداقل مربعات ناکاراتر اس

LTSبرآوردگر



ردن دراین روش میانه مربعات باقی مانده ها را بدست می آوریم سپس با مینیمم ک
:آن برآورد ضرایب را بدست می آوریم

min med (𝑦𝑖− ƴ𝑥𝑖𝛽)2 =መ𝛽

LMSبرآوردگر



اساس این روش مبتنی بر به. توسط مالوس معرفی شد1975درسال GMبرآورد 

:کارگیری توابع وزنی است و برآورد از حل معادله زیر بدست می آید

σ𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖 𝜓(

𝑟𝑖(𝛽)

ෝ𝜎
)𝑥𝑖=0

.را معلوم فرض کرده و یا برآورد آن را در معادله قرار می دهیمσاغلب برای سادگی 

GMبراوردگر



MMبرآوردگر

:این برآوردگر از حل معادله زیر به دست می آید

L(β)= σ𝑖=1
𝑛 ρ𝑖(

𝑟𝑖(𝛽)

ෞ𝜎𝑛
)

:که درآن

𝜌<ρ0 → L( መ𝛽 ) ≤ L(𝛽0)



یک مثال واقعی

مدل مقایسه نتایج مدل رگرسیون معمولی و رگرسیون نیرومند در
:بندی عوامل مرتبط با بیماری پره دیابت

گروه بهداشت عمومی، دانشگاه علوم پزشکی نیشابور1.

گروه آموزشی آمار، دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه فردوسی2.
مشهد

گروه آمار زیستی، مرکز تحقیقات عوامل اجتماعی موثر بر 3.
سلامت، دانشگاه علوم پزشکی مشهد

گروه اپیدمیولوژی، مرکز تحقیقات عوامل اجتماعی موثر بر4.
سلامت، دانشگاه علوم پزشکی مشهد

گاه آزاد گروه جمعیت شناسی، کمیته تحقیقات دانشجویی، دانش5.
اسلامی واحد تهران



عیین عوامل با توجه به اینکه خطر ابتلا به دیابت در افراد پره دیابتیک بسیار بالا است، ت: زمینه و هدف
و این مطالعه با هدف مقایسه نتایج مدل رگرسیون معمولی. موثر بر پره دیابت دارای اهمیت می باشد

.رگرسیون نیرومند در مدل بندی عوامل مرتبط با بیماری پره دیابت انجام شد

سال، ۳0نفر از افراد بالای۶4۶0تحلیلی است روی -این مطالعه که از نوع مقطعی: روش بررسی
با توجه . انجام شد1۳۸9شرکت کننده در طرح غربالگری دیابت دانشگاه علوم پزشکی مشهد، از مهر تا آذر 

سن،. نفر به عنوان پره دیابتیک شناسایی شدند104۶نفر سالم و 5414به میزان قند خون ناشتای افراد، 
ر مورد هر فرد جنس، نمایه توده بدن، فشار خون سیستولیک، فشار خون دیاستولیک و نسبت کمر به باسن د

سپس داده های پرت مشخص و سه مدل . مدل رگرسیون معمولی روی داده ها برازش شد. اندازه گیری شد
.آنگاه مدل ها با هم مقایسه گردیدند. برازش شد BYو Mallow ،WBYنیرومند

ار متغیرهای سن، نمایه توده بدن و فشار خون سیستولیک در همه مدل ها از لحاظ آماری معناد: یافته ها
داده ی پرت با خطای 55۲تعداد  (P>0.1)و متغیر نسبت کمر به باسن معنادار نشد  (P<0.01)شدند  

مقادیر کای دو پیرسون و سطح زیرمنحنی را که در مدل. بد رده بندی در مدل معمولی وجود داشت
Mallow اما در مدل های. به طور تقریبی فرقی با مدل معمولی نداشتWBY وBY به نسبت بیشتر بود.

لا به بیماری با توجه به نتایج این پژوهش، سن بالا، نمایه توده بدنی و فشار خون بالا در ابت: نتیجه گیری
برازش بهتر و توان پیشگویی BYو WBYهمچنین مدل های رگرسیون نیرومند . پره دیابت موثر می باشند

.دبالاتری نسبت به رگرسیون معمولی در مدل بندی عوامل گفته شده در ارتباط با پره دیابت دارن
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