


Robust regresion

رگرسیون نیرومند
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:مدل خطی ساده
𝑌 = 𝑋𝛽 + 휀

→ 휀~𝑁(0, 𝛿𝐼)
→ 𝑌~𝑁(𝑋𝛽, 𝛿𝐼)

نیز Yکه در این مدل خطاها دارای توزیع نرمال و مشاهدات
حداقل به صورت نرمال توزیع شده اند بنابر این از روش

استفاده می کنیم𝛽مربعات برای براورد 
መ𝛽 = ሖ𝑋𝑋

−1
𝑋𝑌



اخه اگر مشاهدات توزیع غیر نرمال داشته باشند به خصوص که ش◄
ست روش انتهایی منحنی طویل تر یا ضخیم تر از نرمال باشد ممکن ا

حداقل مربعات مناسب نباشد

که این شاخه های ضخیم معمولا نقاط دور افتاده ایجاد می کند◄
ور افتاده ها د. نقاط دور افتاده بر براورد حداقل مربعات تاثیر می گذارد

اند و در برازش حداقل مربعات را تا حد زیادی به سمت خود می کش
شود نتیجه تعیین و تشخیص این دور افتاده ها مشکل می

.نیز گفته میشود𝐿2-به روش حداقل مربعات مسئله رگرسیون نرم



ر رگرسیون نیرومند برای کاهش اثر مشاهداتی به کار می رود که اگ◄
.روش حداقل مربعات به کار گرفته شود اثر بالایی خواهند داشت

زرگ را رگرسیون نیرومند باقی مانده های مرتبط با دور افتاده های ب◄
اده تر می کنار می گذارد که بدین وسیله تشخیص دور افتاده ها خیلی س

.شود

ر افتاده ها یک رگرسیون نیرومند علاوه بر حساس نبودن نسبت به دو◄
درصدنسبت 95-90وقتی مشاهدات توزیع نرمال دارد دارای کارایی 

.به روش براورد حداقل مربعات می باشد



راه های تشخیص 
:داده پرت

مانده های 
استیودنت

نمودار پراکنششده

آماره کوک





:آماره کوک را به فرم زیر تعریف می کنیم

𝐷𝑖 =
𝑟𝑖
2

2
×

ℎ𝑖𝑖
1 − ℎ𝑖𝑖

اگر داشته باشیم

𝐷𝑖 < 1

𝐷𝑖 >
4

𝑛 − 2

داده پرت 

است



:که درآن

ℎ𝑖𝑖 =
1

𝑛
+
(𝑥𝑖 − ҧ𝑥)

𝑆𝑥𝑥

𝑟𝑖 =
𝑒𝑖

𝑀𝑆𝐸 1 − ℎ𝑖𝑖
:که درآن متوسط مجموع مربعات خطا به صورت زیر بدست می آید

𝑀𝑆𝐸 =
𝑆𝑆𝐸
𝑛 − 2

=
σ𝑖=1
𝑛 𝑒𝑖

2

𝑛 − 2



:باقی مانده های استیودنت شده را به فرم زیر داریم

𝑟𝑖 =
𝑒𝑖

𝑀𝑆𝐸 1 − ℎ𝑖𝑖

ℎ𝑖𝑖 >
4

𝑛

ℎ𝑖𝑖 <
4

𝑛

𝑟𝑖 > 2 بد

𝑟𝑖 < 2 خوب

𝑟𝑖 > 2

𝑟𝑖 < 2

پرت

معمولی

اهرمی

معمولی

پرت



:علت وجود داده پرت
وسیله اندازه از کار افتادن-اندازه گیری غلط و ثبت یا انتقال نادرست داده ها

...گیری و 

:نقاط اهرمی
باشند به این داده ها نقاط Xزمانی که داده ها دارای چند مو لفه غیر طبیعی 

اهرمی گفته 
.می شود

Xهت از طرح کلی داده ها پیروی می کند یعنی در ج: نقاط اهرمی خوب

.پرت است

پرت yاز طرح کلی داده ها پیروی نمی کند و در جهت : نقاط اهرمی بد
.است



نقاط اهرمی بد مانند اهرم عمل کرده و خط کمترین مربعات خطا را به شکل قابل
.توجهی تحت تاثیر خود قرار می دهد



روش های برآورد 
یابی با رگرسیون 

نیرومند

:LMsبرآورد 
:LTSبراورد 

روش رگرسیون
:𝐿1-نرم

روش 
: Mبرآورد

:R–برآورد 
ا براورد مکانی ی

:L-براورد

GMبراورد 
MMبراورد 



:𝐿1-روش رگرسیون نرم
ی می باشدکه در آن پارامتر های مدل طوری انتخاب م𝐿𝑝-خاصی از رگرسین نرم حالت ◄

σ𝑖=1شوند که
𝑛 휀𝑖

𝑝 1 ≤ 𝑝 ≤ .می نیمم شود2
휀𝑖به جای میینیمم کردن P=1یعنی برای 

.استفاده می شود휀𝑖از قدر مطلق 2

𝑚𝑖𝑛

𝑖=1

𝑛

휀𝑖

휀𝑖در مقابل휀𝑖مطلققدر * 
.حساسیت کمتری دارد2

◄p=1.5 طا ها نرمال انتخاب قراردادی است که منجر به براورد هایی می شود که وقتی خیک
p=1.5دبه کار گیری وقتی هم که خطا ها نرمال باشن. نیستند از براورد حداقل مربعات بهتر است

را به L1اما نمی توان روش.حداقل مربعات می دهد% 90براوردگرهایی را با کارایی به اندازه 
مشاهده پرت در عنوان جایگزین برای حداقل مربعات در نظر گرفت زیرا به شدت تحت تاثیر

.استXجهت 



:Mروش برآورد
استMمتداول ترین روش برآورد رگرسیون نیرومند روش 

از 𝜌ک تابع در حالت کلی می توان دسته ای از برآورد گر های نیرومند را تعریف کرد که ی
휀𝑖یعنی به جای .باقی مانده ها را می نیمم می کند 

𝜌از یک تابع 2 휀𝑖استفاده کنیم.
:مدل خطی زیر را در نظر بگیرید

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽2𝑥𝑖2 + ………𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 + 휀𝑖
که در آن

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖
:داریمMبا توجه به براورد 

𝑚𝑖𝑛

𝑖=1

𝑛

𝜌(𝑒𝑖) = 𝑚𝑖𝑛

𝑖

𝑛

𝜌(𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽)



می باشد این گونه Xاز ماتریس امین سطر iنشان دهنده ƴ𝑥𝑖که در آن 
برای درست نمایی Mنامیده می شود که در آن  Mبراورد گر یک برآورد گر 

ای به تابع درستنمایی برρماکزیمم قرار داده می شود بدین معنی که تابع 
داقل مربعات به برای مثال اگر روش ح.انتخاب مناسب توزیع خطا بستگی دارد

در این (نتیجه گرفته می شود که توزیع خطا نرمال است)کار برده شود 
:صورت

𝜌 𝑧 =
1

2
𝑧2 , −∞ < 𝑧 < ∞

𝑧 = σ𝑖=1
𝑛 𝑐𝑖 + 𝑑𝑖 انحرافات مثبت و منفی حول𝑑𝑖و𝑐𝑖که◄

شده استخط برازش 



𝑧 = σ𝑖=1
𝑛 𝑐𝑖 + 𝑑𝑖که𝑐𝑖و𝑑𝑖 انحرافات مثبت و منفی حول خط

برازش شده
:قابل قبول باید شرایط زیر را داشته باشدρیک 

𝜌(𝑒)همواره نامنفی است -1 ≥ 0
2-𝜌 0 = 0
𝜌متقارن است -3 𝑒 = 𝜌(−𝑒)
𝑖𝑓یکنوا است -4 𝑒𝑖 ≥ ƴ𝑒𝑖 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝜌(𝑒𝑖) ≥ 𝜌( ƴ𝑒𝑖)

𝑦𝑖یعنی اگر باقی مانده های)لزوما پایا مقیاس نیست Mبراورد گر  − ƴ𝑥𝑖𝛽
جدیددر یک ثابت ضرب شوند جواب 

𝑚𝑖𝑛σ𝑖=1
𝑛 𝜌(𝑒𝑖) = 𝑚𝑖𝑛σ𝑖

𝑛 𝜌(𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽) ممکن است
.(مانند جواب قدیم نباشد 



. می کنیم برا ی بدست آوردن شکل جدید پایا مقیاس از براورد گر معمولا معادله زیر را حل

𝑚𝑖𝑛

𝑖=1

𝑛

𝜌(
𝑒𝑖
𝑠
) = 𝑚𝑖𝑛

𝑖

𝑛

𝜌(
𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽

𝑠
)

:یک براورد گر نیرومند مقیاس است و برابر است باsکه در آن 

𝑠 =
𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛 𝑒𝑖 −𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛(𝑒1, … , 𝑒𝑛)

0.675

𝜓تعریف می کنیم تابع  = ƴ𝜌مشتق تابع𝜌نسبت به)𝛽𝑗(𝑗 = 0,1, … ,𝑘



σ𝑖برای مینیمم کردن  
𝑛 𝜌(

𝑦𝑖− ƴ𝑥𝑖𝛽

𝑠
. را مساوی صفر قرار می دهیم𝛽نسبت به𝜌مشتق(

σ𝑖
𝑛 𝑥𝑖𝑗𝜓(

𝑦𝑖− ƴ𝑥𝑖𝛽

𝑠
) = 0

𝜓که           = ƴ𝜌

:تعریف می کنیم 

𝑤𝑖0

𝜓 Τ𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽0 𝑠

Τ(𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽0) 𝑠
𝑦𝑖 ≠

ሖ𝑥𝑖𝛽0

1 𝑦𝑖 =
ሖ𝑥𝑖𝛽0



:بنابراین
σ𝑖
𝑛 𝑥𝑖𝑗𝜓(

𝑦𝑖− ƴ𝑥𝑖𝛽

𝑠
)

=

𝑖=1

𝑛
𝑥𝑖𝑗 Τ𝜓{ Τ𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽0 𝑠 Τ(𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽0) 𝑠}(𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽0)

𝑠
= 0

:    پس



𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗𝑤𝑖0(𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽) = 0 , 𝑗 = 0,1, … , 𝑘

:که با نماد ماتریسی به صورت زیر می شود

ሖ𝑋𝑊0𝑋𝛽 = ሖ𝑋𝑊0𝑦



𝑛یک ماتریس قطری 𝑤0که در آن   × 𝑛 از وزن ها با اعضای قطر
𝑤10,𝑤20, … ,𝑤𝑛0 است

:برآورد قدم اول عبارتست از 
𝛽1 = ሖ𝑋𝑊0𝑋

−1 ሖ𝑋𝑤0𝑦

به کار می 𝛽0را به جای𝛽1در قدم بعدی وزن ها را بار دیگر محاسبه می کنیم اما
:بریم و به طور کلی می توان گفت

𝛽𝑗+1 = ሖ𝑋𝑊𝑗𝑋
−1 ሖ𝑋𝑊𝑗𝑦



شکل زیر تعدادی از توابع محک نیرومند معروف را ارائه میدهد



نمودار توابع
محک های

نیرومند نیز در
مقابلشکل

:ارائه شده



در جدول های بعدی میتوانید مثال هایی که به روش 
را حداقل مربعات و رگرسیون نیرومند ارزیابی شده اند

:مشاهده کنید











:R–برآورد 
.بر اساس رتبه هایش می باشدR-روش برآورد

𝑦𝑖رتبه 𝑅𝑖اگر  − ƴ𝑥𝑖𝛽 با شد در این صورتσ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽 𝑅𝑖 می نیمم

.میشود

𝑎رتبه ها را که اعداد صحیح می باشند با  𝑖 𝑖 = 1,2,… ,𝑛 جانشین می
.کنیم و بنابراین تابع هدف چنین می شود

𝑚𝑖𝑛
𝑖=1

𝑛

(𝑦𝑖− ƴ𝑥𝑖𝛽) 𝑎(𝑅𝑖)

𝑎اگر تابع امتیاز را با رتبه برابر قرار دهیم یعنی  𝑖 = 𝑖نتیجه نمره های ویلککسون
. می شود



:امکان دیگر به کار گیری امتیاز میانه است یعنی

𝑎 𝑖 = 𝑖اگر 1− < Τ(𝑛 + 1) 2
𝑎 𝑖 = 𝑖اگر   1 > Τ(𝑛 + 1) 2

ی مشکل تر است اما به طور مجانبMاز نظر محاسباتی از براوردگر Rبراورد

.معادل است Mبا براوردگر 



:L-براورد مکانی یا براورد

رای ب.براساس آماره های مرتب پایه گذاری شده اندL–براوردگرهای 
ه از نمونه تصادفی مثال اگر بخواهیم پارامتر مکانی یک توزیع را با استفاد

𝑥1,𝑥2, … ,𝑥𝑛ند ازبراورد کنیم آماره های مرتب این نمونه عبارت:

𝑥 1 ≤ 𝑥 2 ≤ ⋯ ≤ 𝑥 𝑛−1 ≤ 𝑥 𝑛.

خواهد بود زیرا میانه بر اساس این آماره L-میانه نمونه یک براورد گر
.مرتب یک اندازه مکانی است



:LMsبرآورد 
.وددراین روش میانه توان دوم خطا حداقل می ش

መ𝛽 = min𝑚𝑒𝑑(𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽)
2



:LTSبراورد 
መ𝛽 = 𝑚𝑖𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑟𝑖 (𝛽)
2

:   که در آ ن
𝑟𝑖 𝛽 = 𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽

𝑟𝑖(𝛽)
2≤ ⋯ ≤ 𝑟𝑞(𝛽)

2

𝑞 = ൗ𝑛 2+ 1



:GMبرآ ورد 

:از حل معادله زیر بدست می آ ید



𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝜓
𝑟𝑖 መ𝛽

ො𝜎
𝑥𝑖 = 0

:که در آ ن

𝜓 𝑒 = ƴ𝜌 𝑒 , 𝑤𝑖 = 1 − ℎ𝑖

ℎ𝑖 → 𝑖 مشاهده نفوذ



:MMبرآ ورد 
.از حل معادله زیر به دست می آ ید MMبراورد 

L(𝛽)= σ𝑖=1
𝑛 𝜌𝑖

𝑟𝑖 𝛽

ෝ𝜎𝑛

:که در آ ن

𝑟𝑖 𝛽 = 𝑦𝑖 − ƴ𝑥𝑖𝛽

:در این براورد اگر 

𝜌 < 𝜌0 → 𝐿 መ𝛽 ≤ 𝐿 𝛽0



:Rیک مثال در

> y=incom<-c(62,72,75,55,64,21,64,80,67,72)

> x=education<-c(86,76,92,90,86,84,93,100,87,86)

> model<-lm(y~x)

> plot(y~x)
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> fitH <- rlm(y~ x, k2 = 1.345)

> fitLMS <- lqs(y ~ x, method = "lms")

> fitLTS <- lqs(y ~ x, method = "lts") 

> fitS <- lqs(y ~ x, method = "S")

>fitMM <- rlm(y ~ x, method = "MM")

>plot(y~x)

> abline(fitH, col = 2)

> abline(fitLTS, col = 1)

> abline(fitLMS, col = 3)

> abline(fitS, col = 4)

> abline(fitMM, col = 5)
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خوش امد گل وز آن خوشتر نباشد
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